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1. Вnедение 
При анализе сходимости методов Галеркина ч<1.ще всего глав­
ную роль играет свойство сильной эллиптичности оператора А 
[!], а именно: 
Определение 1 Липейныil. ограни'Ченны1'1 оператор А : Н -+ Н' 
пазываетс.я силы.:о эллипmи'Чсским, если существует компакт­
ный. 011ератор !\ : I/ ~ Н' maкoil , что 
Re((A + I\)rp , 'f') 2: "Yoll1Pll 2 , V <р Е Н (1) 
OЛJI некоторого ·10 > О. 
Для сильно эллиптического оператора А метод Галеркина схо­
дится [2]. В этом случае базисные функции в методе Галерки­
на :можно выбирать любыми, лишь бы они удов.11етворяли свой­
ству аппроксимации [2] . Это обстоятельство в гибридных мето­
дах позволяет выбир<1.ть базисные функции па новерхности и в 
объемной области независимо друг от друга ("согласование" по­
верхностных и объемных базисных функций является одной из 
основных трудностей в гибридных методах). 
Из вышесказанного следует, что необходимо стремиться к та­
ким постановкам электродинамических или акустических задач , 
в которых оператор А будет сильно ?ллиптически:-.t. Тогда во­
прос о сходимости метода Галеркина будет сводиться к выбору 
базисных функций, об.'Jадающих свойством аппроксимации. 
Рассматривается скалярная (акустическая) задача дифрак­
ции стороннего поля на системе тeJJ Т. Тела прещю.1агаются 
либо "абсолютно мягкими'' (и тогда на поверхности этих тел ста­
вятся краевые условия 1-го рода), либо "абсолютно жесткими" 
(и тогда на поверхности ставятся краевые условия 2-го рода) . 
Предлагается использовать гибридную формулировку -зада­
чи с представлением поля во внешней области с помощью функ­
ции Грина . Фиктивная поверхность S выбирается таким обра.зом, 
чтобы было воз~юж1ю постrоить функцию Грина во nнешности 
8. Поэтому в работе выбрана сqн~ра , хотя все результаты (осиль­
ной эллиптичности задачи) остаются в силе и для произвольной 
кусочно-гладкой поверхности S. 
Основная цель - доказать, что такой подход приводит к силь­
но эллиптическому оператору , отвечающему гибридной форму­
лироцке краевой зад<tчи . Можно показать, что использование 
обычных потенциалов простого и двойного слоя (аналогично [3]) 
на поверхности S без использования функции Грина дает опера­
тор задачи, нс являющийся эллиптическим . 
2. Постановка зада•1и. 
Пусть Т С R3 - система ограниченных непересекающихся тел 
с кусочно-гладкими (замкнутыми) граничными поверхностями 
дТ. Пусть также Г и Г' - замкнутые части дТ такие , что Г С дТ, 
Г' С дТ, Г U Г' = дТ. Выберем сферу S := {х: jxj = R}, содер­
жащую Т, так, чтобы S n f = 0. Обозначим внешность S через 
\..-'+, а внутреннюю часть S без Т - через \..-'_ ; R.3 = V+ U \/_ U S U f . 
Пусть в области i·'+ задано падающt'е поле иа(х), х Е V+. 
Требуется определить полное по.пе и(х) , которое имеет вид: 
u(x) = { и+(х) + uo(:r.), 
u_ (:r.) , (2) 
В силу представления (2) все условия в ir_ будут только одно­
родными. 
Параметры среды в \/_ описываются функциями k(x) и е(х), 
которые предполагаются кусочно-непрерывными. В области V+ 
ko и €о - вещественные положительные константы . Поверхности 
разрыва k(x) и с(х) - кусочно-гладкие и обозначены через 1.J.J. 
Рассмотрим следующую краевую задачу: 
ди + k2 (x)u о в v_, (3) 
Ли++ k6и+ о в\..-' +, (4) 
иlг О, (5) 
диl 
дп Г' О, (6) 
[и]"' О, (7) 
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[с: ди] 
дn "' О, (8) 
(t1]5 о, (9) 
[ ди] с:ап 
5 
О , (10) 
J ди+ . 1 1 и+= 0(1·- ), дr - zkoit+ = o(r- ), r := х! - оо. (11) 
Решение и будем искать в пространстве Собо.11ева 
которое обеспечивает выполнение условия "копечtюсти энергии" 
в любом ограниче11ном объеме. Кроме того, "автоматически" вы­
полняются условия (5) и (7) в смысле следов. 
н области v_ запишем "слабую" (вариационную) формули­
ровку задачи для решения 11 Е HJ , г(v:... ): 
- j c:(x)'Vu'Vvdx + j c:(x)k2(;z:)uvd:i: + j с:(х) :~iidS =О, (12) 
v_ v_ s 
'тlv Е Нсi,г(\/_) . 
Вариацио11ная формулировка (12) эквивалентна уравнению 
(3), краевым условиям (5), (6) и условиям сопряжения (7) , (8), 
понимаемым в смысле распределений (6]. Условия (6) и (8) явля­
ются "естественными", условия ( 5) и (7) - "глав11ы:11и". 
Пусть Ск(х, у) - функция Грина для зада•tи Нейма11а для 
уравнения Гельмгольца ( 4) (удов.1етворяющая условию излуче­
ния Зоммерфельла) в V+. Тогда имеем представление в области 
V+ : 
( ) JG , )ди+(У) d'-' и+ ;t' = - к\Х , у дn .Jy, (13) 
5 
где 
Gк(х, у)= Ф(х, у)+ 9k(x, у), 
. eikolx-yl 
Ф(х,у);:=4 / /' 7Г х - у ( 14) 
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и 9k не имеет особенности при lx - yj ~О. Обозначим 
ди+(х) 1 <ро ( х ) : == дп s ' 1/>о(х) := и+(x)ls , х Е S . 
Тогда 
и+(х) = - J Gк(x,y)<po(y)dSy, х Е \.-'+ , (15) 
s 
и 
Фо(х) == - j Gк(х, у)<ро(У) dSy, х Е S. (16) 
s 
При таком выборе и+(х) уравнение (4) и условия излучения (11) 
удовлетворяются "автоматически". Из условия (10) получаем, 
что [ди_, = ди+I. + д1101 ='f'o(x)+ дuol . 
дп 5 дп 8 дп 5 дп 5 ( 17) 
Тогда уравнение (12) переходит 1:! (18): 
- j E(x)'Vu'Vvdx + j E(x)k2(x)uv dx = 
v_ ,"_ 
= - J f; (<ро(х) + ~~ IJ dSx 
5 
(18) 
Условие (9) запишем в "ела.бой" форме 
! (Фо(х) + uo(x)ls - u_(x)ls) g(x) dSx ==О, Vg Е н- 1 1 2 (5). 
s 
(19) 
Таким образом , необходимо решить систему уравнений (16), 
(18), (19) относительно неизвестных функций ф0 (х), <ро(х), и_(х) 
(в У_). Тогда, полагая по формуле (13) и+(х), получим решение 
исходной краевой задачи (2) - (11). Действительно, уравнение 
(4) и условия излучения (11) выполняются за счет выбора и+(х) 
в виде (13). Далее , вычисляя предел l)m и+(Х), в силу урав-
.х --х 
нения (16) получаем , что и+(x)ls = ф0 (х), а тогда уравнение 
(19) приводит к выnолнению {9}. Из (18) вариацией ii Е Cfi°(V-) 
222 
находим, что справедливо уравнение (3); затем, варьируя v в 
окрестности S, имеем, что 
дио 1 ( ди_ ) 1 \ОО ( х) + дn 8 = ~ дп s . 
Далее, 
ди+ 1 
дn s 
д 
дпх (-!с;" (r, у) ~о(У) d8,) = ~o(r), 
откуда следует, что i,o0 (x) = ~/ . ; Таким образом, условие (10) 
также выполнено. 
УсJювие (10) в задаче (2) - (11) ока.эывается "естественным'' 
(выполю1ется только на решениях), а условие (9) - "главным". 
Итак , доказана теорема ~-~квивалентности . 
Теорема 1 Краевая зада'l.а (2) - (11) эквивалентна системе 
уравнениil {16), (18), (19), т.е . если существует решение крае­
воfl зада'l.и (2) - (11 ), то существует и решен.ие системы ураt3-
нени~'l {16), {18), (19) , 1де r,o0(x) и Фо(х) опредс.11.яютс.я по форму­
лам (14); и обратно, если существует решение системы урав­
нений (16), (18), (19) , то сущатвует 11 решен.и€ красв оil задачи 
(2) {11). при-~с.м и+(х) и u(x) определяются по формулам (15) 
и (2) . 
Введем новые неизвестные функции (аналог "полных токов"): 
iP(x) = Фо(х) + иo(.r)ls. ip(x) = \Оо(х) + ~:о ls . (20) 
То1да уравнения (16) , (18), (19) преобра.эуются к виду: 
где 
Ф(х) + j Gк(x , y)9(y)dSy = f(x), х Е 5, (21) 
s 
J(x) := u0 (x)ls + j Gк(х,у) ~~ 1s dSy, 
s 
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J €(x)\i'u\i'iidx-J €(x)f..:2(x)uvdx- j :p(x)ii(x)ls dS'x =О, (22) 
v_ v_ s 
'r/ v Е Н J r( \/_ ) , 
j (u(x)ls - tjJ(x)) g(x) dSx =О, (23) 
s 
V g Е н- 1 1 2 (5') . 
Из уравнения (21) , очевидно, можно выразить функцию ф(х) 
и подставить в (23) . В результате окончатсльпо получаем задачу 
(22), (24) для неизвестных функ~щй и(х) = и_(х) и <р(х), где 
j (и(x)ls + J Gк(х, у) :р(у) dSy - f(x)) g(x) dSx =О , (24) 
s s 
Vg Е н- 1 / 2 (S). 
3. ЭJ1липтичность операторов в задаче 
Пусть НГ 1 (V_) := (HJ,r(V-)) - антидвойственное простран­
ство относительно скалярного произведения 
(и, i•) := j и(х)1.· (х) dx 
,, 
. Введем также скалярное произведение на S: 
(1.р, g) := j <p(x)g(x) dS 
s 
Рассмотрим полуторалинейную ограниченную форму на 
HJ,г(V_) (т. е" на HJ,г(V_) х HJ,r(V-)) : 
b(u,v) := j <:(x)\i'u\i'iidx - j €(x)k2(x)uvdx. (25) 
v_ v_ 
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ОнаоnределяетограниченныйоператорВ : HJг(V_) ~ НГ 1 (V_) 
по формуле ' 
Ь(и , v) = (Ви , t>) , V v Е HJ, 1,(V_ ). 
Рассмотрим друrую 110J1утора,1шш:.й11ую форму 
i1(1/J , g) := jФ(x)g(x)dS. 
s 
(26) 
(27) 
Эта форма определяет единичный оператор в H 112(S), если 
ее рассматривать на паре пространств H 112(S) х н- 1 1z(S), по 
формуле 
Далее определим оператор следа на S, С= t1-, 
(29) 
с помощью полуторалинейной формы на HJ .г(V_) х н- 1 1 2 (S): 
по формуле 
с(и,g) := jtruijdS, 
s 
c(u,g) = (Cu ,g), Vg Е н- 1 1 2 (S), 
(30) 
(31) 
и сопряженный ему оператор D : н- 1 1 2 (S)--. Hj:- 1(V_) , опреде­
ляемый полуторалинейной формой на н- 1 1 2 (S) х HJ.г(V_) 
по формуле 
d(..p , 11) := j <ptrvdS, 
s 
d(;p, v) = (Dip,v), V11 Е HJг(V_). 
(32) 
(33) 
Ограниченность всех форм и соответствующих операторов следу­
ет из известных результатов о следах в пространствах Соболева 
(4) и теорем двойственности [5) . 
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Тот факт, что операторы С и D являются сопряженными друг 
к другу, доказывается следующими равенствами: 
(D.p,v)L,(V-) (D<p,t')н;::'(V_) , Il~.г(V_) = J <plrvdS, 
s 
(Cu,g}L,(SJ (Cu"q}н1t2(s),н-1/J(SJ := jtru·gdS; 
s 
D н- 1 12(s) - нг~(V-), 
С Щ,г( i r_) - н1f2(5), 
D· нJ г(~1_) - Н 1 1 2 (5) , 
с· н- 1 1 2 (5) - н1-;- 1 (V-): j y;tr udS = (D<p, и)= (Си, rp} = j tr и· ip dS, 
s s 
значит С = D*, D = с·, так как 
(<р,Си) = (D<p,u), V<p Е п- 1 1 2 (5), и Е HJ . г(V_) . 
Далее, пусть 
Z ip : = j С н ( х, у) <р( у) dSy , 
s 
z : н- 1 1 2 (5)-+ Н 1 1 2 (5') - потенциал простого слоя . 
Оператор Z ограничен и является сильно эллиптическим, т.е. 
существует оператор Q такой, что 
R e((Z - Q)cp, ;р} ~ Л\\~р\\:_ 112 , V <р Е н- 1 / 2 (5) , ,\>О, (34) 
причем Q : н- 1 1 2 (5)--. H 112(S) - компактен. Тогда оператор 
Z фредгольмов и ind Z = О . 
Д.1я доказательства (34) , согласно (4), достаточно установить , 
что ядро С к ( х, у) представимо в виде 
eik/r-y/ 
Gк(х,у) = 2 I \ +g(x,y), 7Г х - у (35) 
где g( х, у) не имеет особенности при \ х - у\ __, О и является глад­
кой функцией g Е C 0 (S х 5) , а: > О. 
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Лемма 1 Пустъ ko 1 О , и 
и 
! ЛGк + k6Gк = -б(х - у), дGк 1 - О дnх 5 - ' дGк - ik0Gк =о(~), r := \х\ __. оо. дr r у Е V+, 
дGо .. 1 { 
ЛGо = -6(х - у), у Е V+, 
дnх ls =О , Со= О (;) , 1' := lx\ - оо 
- функv,ии Грина зада'~ Ней.чан.а во внешности сферы радиуса R 
для уравнен.и.я Гелъ.мголъ-ца и Лапласа соответственно. Тогда 
gk :=Gк-С7оЕС"(У+ х \/+); а>О . 
Функuия Со имеет вид: 
G( .) 1 R ОХ , у = + = 
· 47Г \х - у\ 47Г \yl\x - у•\ 
1 + R IYI II 
1 1
" 21 , х,уЕ v+· 4;r lx - у\ 41Г xJy - - yR 
Тогда, если \у\= R , \xl = R , то 
1 
Go(x , y)=2 1 1' 1Г:J:-у 
что ~~жазывает представление ( 35). 
Ра~смотрим оператор Ао , определяемый как 
где Z := Z1 + Q : н- 1 1 2 (5) __. H 112(S) , и его квадратичную 
форму 
(A 0 z , z) = (Ви, и)+ 2ilm(Cu, rp) + (Z'P, с.р), (З6) 
( и) ( НJг(\/_)) z = 'Р Е н-'1/i(S) · 
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Так как Q - компактный, то 
'Re(A0 z, z) = 'Rr:( Вн, н) + Re(Z rp, ip) (37) 
и существует компактный опсря.тор Во такой , •tто 
R.е_((Ло +Во) :: , z) 2: Ло (llи!l;1 ~.r ( i'_J + !11Pll~-1/2(s ) ), Ло >О, 
(38) 
следовательно , Ао - сильно эллиптический. Онсратор Ао обра­
тим, так как существует и единственно решение кµаевой задачи 
(2) - (11) и имеет место теорема эквивалентности (6]. 
Задача (22), (24) эквивалентна операторному уравнению 
Aoz = F, 1-де /<' = ( ~ ) Е Н', z Е Н, (39) 
Таким образом, мы получаем следующий резуJ1ьтат: 
Теорема 2 Уравнение (З9} однозна-чно разрешимо. Оператор 
Ао : П -> Н' .являете.я сильно элл11пт11-чески-<И, т.е . справед­
ливо (38) с некоторым компа1опнъ1.ч оператором 
Н-> Н' . 
Литература 
(1] Идьинский А.С., Смирнов Ю.Г. Дифракция электромагнит­
ных волн на 11роводящих тонких экранах. - М.: ИПРЖР, 
1996 . 
(2) R. Kress. Liпear Integral Equatioпs. - Applied Mathernatical 
Sciences. Vol.82. - Springer-Verlag, 1989 . 
[З) T.Cwik. Tl1e Coupling Fiпite Elr.ment. and Integral Equation 
So\utions Using Decoupled Boundary Meshes // IEEE Тrапs. on 
Antennas and Propagat. - 1992. - Vol.40, №.12 . - Р. 1496 ·· 1504. 
(4] !\1 .Costabel. Boundary Integ1·al Operators оп Liµscl1itz Domaiпs : 
Element.ary Results // SIAM J. Math . Anal. - 1988. - Vol .19, 
Nr.3. - Р. 613-626. 
228 
(5) Н .Тriebel. Interpolation Theory. Fuнction spaces. Differential 
Opcrators. - Berlin: VEB Dcutscher Verlag , 1978. 
[4) [6) E.Sancl1ez-Palencia. Non- Hoшogeneous Media and Vibrat.ion 
Tl1eory. - New York: Springer-Verlag, 1980. 
Трифонов Е.В. (Казань) 
Вычисление комплексных постоянных 
распространения диэлектрических 
волноводов 
Предложен проекционный метод вычисления комп.11ексных 
постоянных распространения дизлектрических волноводов с про­
и:;,вольным контуром поперечного сечения. 13озможности мето­
да проиллюстрированы на примере волноводон кругового и ква­
дратного сечений. ИссJiедована внутренняя сходимость метода . 
Рассмотрим цилиндрический диэлектрический волновод с по­
стоянной диэлектрической проницаемостью с: 1 , находящемся в 
среде с диэлектрической проницаемостью с: 2 < с: 1 . В каждой сре­
де магнитная проницаемость µ = 1. Пусть поперечное сечение 
волновода 51 - обJiасть, огра11ичеш1ая дважды непрерывно диф­
ференцируемым контуром С . 
Будем искать собственные волны волновода, то есть нетриви­
альные решения системы уравнений Максвелла 
вида 
дН 
rot Е = -µо­дt 
Е(х , у , z, f) = Rt(E(x, y)exp(i(wt - {Jz))) , 
Н(х , у ,.:, t) = Re(H(x, у) exp(i(wt - {Зz))) . 
Здесь w > О - заданная частота электромагнитных колебаний, 
постоянная распространения ;1 - неизвестный комплексный па­
раметр. Е, Н - комплексные амплитуды собственных волн. 
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